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но застосовувати набір додаткових пружних обмежу-
вачів, засоби фіксації і розфіксації робочої маси та 
систему керування приводом віброзбуджувача. У ре-
зультаті зростає трудоємкість операцій та складність 
конструкції. 
Відомий пристрій [3], де для забезпечення регу-
льованих віброударних режимів роботи застосовуєть-
ся набір додаткових пружних елементів-обмежувачів, 
встановлених на обертовому диску. Для реалізації 
регульованих гармонійних режимів роботи потрібно 
змінювати пружний елемент, що жорстко зв’язує ро-
бочу та реактивну масу. Це суттєво збільшує трудоєм-
кість операцій для досягнення відносно базового кон-
структивного виконання регульованих гармонійних і 
віброударних режимів.
Відоме рішення [4], де реалізація віброударних ре-
жимів здійснюється на двох плоских пружинах, вста-
новлених внахлест. Однак реалізація регульованих 
гармонійних режимів і віброударних режимів роботи 
неможлива без використання додаткових наборів пло-
ских пружин. Це однозначно збільшує трудоємкість 
операцій у випадку переналагодження системи.
Відомо [5], що пружні елементи є найважливішою 
складовою резонансних вібраційних систем та машин. 
У випадку реалізації віброударних режимів та асиме-
тричних кусково-лінійних пружних характеристик, де 
особливого значення набувають контактні задачі, слід 
питанню міцності та довговічності приділяти макси-
мально уваги [6].
Розроблення прикладних методик проектного роз-
рахунку віброударних систем потребує досконалого 
вивчення проблем міцності та довговічності пружних 
елементів, що забезпечують резонансні режими. Про-
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1. Вступ
Віброударні системи наділені рядом важливих ди-
намічних властивостей, особливо корисних у техноло-
гічних цілях. Сфера застосування цих систем охоплює 
прогресивні методи поверхневого оброблення мате-
ріалів складної структури. Здатність реалізовувати 
високочастотні коливання з широким спектром крат-
них гармонік сприяє застосуванню названих систем у 
галузях нанотехнологій та у проблемних енергоємних 
виробництвах. 
Виконання віброударних систем вимагає пошу-
ку нових і простих конструктивних рішень, здатних 
ефективно реалізовувати різного виду режими. При 
цьому основними вимогами є міцність та довговічність 
складових системи. 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
В практиці існує достатньо засобів реалізації ві-
броударних систем. Більшість з них переслідує вико-
нання кусково-лінійних пружних характеристик із 
використанням додаткових обмежувачів руху вико-
навчих елементів. Зокрема, рішення [1] реалізує не-
резонансні гармонійні та віброударні режими роботи. 
Для забезпечення регульованих гармонійних та ві-
броударних режимів роботи слід застосовувати набір 
додаткових пружних обмежувачів та систему керу-
вання приводом віброзбуджувача. Це значно збільшує 
трудоємкість операцій та вартість системи. 
У публікації [2] для забезпечення регульованих 
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Досліджується плоска пружина та процес реаліза-
ції асиметричної кусково-лінійної пружної характери-
стики. Враховується контактна жорсткість, що пара-
метрично залежить від переміщення локальної маси. 
Визначено еквівалентні згинальні та контактні напру-
ження. Проведено аналіз динамічної міцності за зна-
ченням коефіцієнта запасу міцності та строку служби 
плоскої пружини. Отримані результати можна засто-
совувати під час створення резонансних віброударних 
систем
Ключові слова: віброудар, віброударна балка, метод 
скінченних елементів, контактні напруження, довго-
вічність, власні частоти коливань
Исследуется плоская пружина и процесс реализации 
асимметричной кусочно-линейной упругой характери-
стики. Учитывается контактная жесткость, которая 
параметрически зависит от перемещения локальной 
массы. Определены эквивалентные изгибочные и кон-
тактные напряжения. Проведен анализ динамической 
прочности по значению коэффициента запаса проч-
ности и срока службы плоской пружины. Полученные 
результаты можно применять при создании резонанс-
ных виброударных систем
Ключевые слова: виброудар, виброударная балка, 
метод конечных элементов, контактные напряжения, 




блемним питанням тут є сумісне врахування діючих 
напружень на основі розгляду реального динамічного 
стану пружних елементів. Варто зазначити, що вико-
ристання асиметричних кусково-лінійних пружних 
характеристик [7] є ефективним засобом реалізації 
віброударних систем. Використання однієї пружної 
балки для реалізації віброударних режимів подано в 
[8]. Підхід представляє зведення системи з розподі-
леними параметрами до дискретної для спрощення 
процедури аналізу.
В цілому тематика віброударних систем охоплює 
задачі параметричного синтезу, аналізу динаміки та 
стійкості руху. Важливими є питання біфуркаційного 
аналізу та хаосу. Визначальними процесами, що су-
проводжують функціонування віброударних систем є 
наявність контактних задач та аналіз контактних сил 
[9]. Особливого значення вони набувають у системах 
із зазорами [10]. Такі задачі є сильно-нелінійними, як з 
точки зору динаміки, так і самих контактних явищ [11]. 
Отже, висока трудоємкість операцій для забезпе-
чення регульованих резонансних гармонійних і ві-
броударних режимів роботи є загальною проблемою 
відомих технічних рішень. Основною ідеєю, спрямо-
ваною на усунення цього недоліку, є використання од-
ного пружного елемента та схеми, здатної реалізувати 
різноманітні пружні характеристики відносно його 
базового виконання за мінімальних конструктивних 
змін в системі. Завдання усунення вказаних у публі-
каціях [1–4] недоліків, а також забезпечення міцності 
та довговічності відповідальних вузлів віброударних 
систем є обґрунтованими. 
3. Ціль та задачі дослідження
Метою дослідження є забезпечення міцності та дов-
говічності плоскої пружини при використанні регульо-
ваних резонансних гармонійних і віброударних режи-
мів роботи. 
Для досягнення відповідної мети були поставлені 
наступні завдання:
– визначити максимальні згинальні напруження 
з врахуванням зміни пружної характеристики однієї 
плоскої пружини; 
– визначити контактні напруження та коефіцієнт 
жорсткості в контактній зоні;
– врахувати параметричну залежність контактної 
жорсткості та оцінити її вплив на власні частоти коли-
вань віброударної системи;
– визначити коефіцієнт запасу міцності та довго-
вічність плоскої пружини в умовах динаміки віброу-
дарного режиму. 
4. Матеріали та методи досліджень
Дослідження спрямовано на вивчення динамічних 
властивостей віброударної системи, сформованої на 
одному пружному елементі – плоскій пружині з ло-
кально зосередженою робочою масою інерційністю mw. 
Маса розташована в центральному перерізі пружини, 
яка жорстко защемлена по краях. Така схема є типо-
вою для більшості резонансних двомасових систем, що 
приводять до розглядуваної одномасової. 
Схема реалізації віброударного режиму на одній 
плоскій пружині відображена на рис. 1 використанням 
асиметричної пружної характеристики виду:
( ) ( )( )
I
II
c ,y t 0,
c t





















+ ⋅  
cI, cII – коефіцієнти жорсткості для схем без проміж-
них та з абсолютно жорсткими проміжними опорами 
виду І та ІІ відповідно, cII>cI; EJ – згинальна жор-
сткість пружини; J=bh3/12 – осьовий момент інерції 
пружини; b та h – ширина та товщина пружини. 
Використання цієї схеми дозволяє за рахунок змі-
ни місця розташування проміжних опор регулювати 
вид асиметричної пружної характеристики, зокрема 
коефіцієнт cII. З використанням проміжних опор, вста-
новлених по обидві сторони відносно плоскої пружи-
ни, можна забезпечити функціонування вібраційної 
системи у гармонійному режимі за відповідним коефі-
цієнтом cII. 
Рис. 1. Схема реалізації асиметричної кусково-лінійної 
пружної характеристики на одній плоскій пружині
Відношення коефіцієнтів жорсткості, з врахуван-
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Отримане співвідношення (2) використовується 
під час синтезу віброударних систем та режимів. 
Відношення власних частот коливань прийме на-
ступне співвідношення: nω=ω0II/ω0I=√nc. Ввівши умову 
кратності власних частот згинальних коливань роз-
глянутих стержневих систем у вигляді nω=2, отримано 




притому, що 2(l1+l2)=L. 
Для реалізації заданої власної частоти коливань 
для схеми І під час проектного розрахунку згинальної 
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EJ жорсткості пружного елемента користуються на-
ступною формулою: 
3 2
w 0Im LEJ .
192
ω
=    (3)
Модель, що аналізується чисельно, прийнята з 
наступними значеннями параметрів: ω=ω0I=314 рад/с, 
E=2,05×105 МПа, b=0,080 м, mw=20 кг, L=0,5 м. На ос-
нові них розраховано за встановленими формулами: 
EJ=1,284 кН×м2, l1=0,113 м, l2=0,137 м, h=9,79×10–3 м, 
cI=1,972×106 Н/м, cII=7,888×106 Н/м. 
Принциповим під час реалізації пружної характе-
ристики (1) є наявність контактної задачі між плоскою 
пружиною та проміжною циліндричною опорою (рис. 2). 
Значення контактної сили тотожне реакції опори, що 
може бути визначене відомими методами скінченних 
елементів [12, 13], початкових параметрів [14].
Рис. 2. Схема контактної задачі
Контактна сила параметрично залежить від миттє-
вого переміщення y(t) локальної маси, а тому зміню-
ється за умовою: 
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  = ⋅ + +  ≤ ⋅ +
 (4)
Значення контактної жорсткості для контактних 
матеріалів сталь-сталь відоме з теорії контактних на-
пружень Герца [14, 15]: 
( ) ( )contactc y t 0,81 Q y t RE ,   =   
  
(5)
де R – радіус проміжної опори. 
Еквівалентні контактні напруження можуть бути 
знайдені наступним чином: 
( ) ( )contact contactIII( ) meq IVy t m y t ,   σ = × σ   
  
(6)
де mIII(IV) – коефіцієнти, що для полоси приймають 
наступні значення відповідно до гіпотези міцності: 
mIII=0,557; mIV=0,6; σm
contact – максимальне контактне 
напруження, що визначається за відомою формулою з 
теорії контактних напружень Герца 
( ) ( )contactm
Q y t
y t 0,418 .
bR
   σ = 
Значення допустимого максимального тиску на пло-
щадці контакту [σcontact] є критерієм контактної міцнос-
ті. Для пружинної сталі 50 Г його значення знаходиться 
в межах [σcontact]=1100…1450 МПа. Умова контактної 
міцності:
contact contact
eq . σ ≤ σ      (7)
Значення максимальних напружень згину визнача-
ються за відомими формулами, наведеними з індекса-
ми для відповідних розрахункових схем: 
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– максимальні згинальні моменти у небезпечних пе-
рерізах розглядуваних стержневих систем; W=bh2/6 – 
момент опору поперечного перерізу. 
Максимальні дотичні напруження, що діють у цен-
тральному перерізі стержня: 
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Еквівалентне напруження за Мізесом: 
2 2
vonMises max max4 .σ = σ + τ
Результуюче миттєве еквівалентне напруження 
згину визначається за умовами роботи стержневої 
системи: 





t ,y t 0,
y t
t ,y t 0.
σ ≥ σ =   σ <
  (8)
На підставі врахування контактної жорсткості 
проміжних опор (5), схему виду ІІ можна представи-
ти як стержневу систему з податливими проміжни-
ми опорами (рис. 3), опорна (контактна) жорсткість 
яких cy[y(t)] визначається миттєвим зміщенням ло-
кальної маси.
Рис. 3. Розрахункова схема стержневої системи з 
пружними проміжними опорами
Методом скінченних елементів спочатку отримано 
узагальнену матрицю жорсткості стержневої системи 
з податливими проміжними опорами, а значення влас-





Значення власної частоти системи Ω знаходиться 
в межах ω0I≤Ω≤ω0II (рис. 4) та асимптотично набли-
жається до значення ω0II зі зростанням коефіцієнта 
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m L L 2l→∞
⋅ −
Ω = ⋅ ≡ ω
⋅ −
Рис. 4. Вплив коефіцієнта жорсткості проміжних опор на 
частоту власних коливань стержневої системи
Для врахування реальної жорсткості опор cy по-
трібно коригувати місця їхнього розташування відпо-
відним розв’язком рівняння (9) за умови забезпечення 
відповідного значення власної частоти. 
Для аналізу динамічного стану плоскої пружини із 
врахуванням контактної жорсткості слід розглядати 
модель вимушених коливань з врахуванням миттєвої 
зміни частотних параметрів системи: 
( ) ( )
( ) ( )
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(10)
де n=2b/mw, f=F0/mw. 
Таким чином у формулі (10) враховано контактну 
задачу (5) віброударної системи через зміну її власної 
частоти (9). 
5. Результати досліджень напруженого стану
Приймаючи F0=600 Н та b=2mwωξ при коефіцієнті 
ξ=0,15, за диференційним рівнянням (10) чисельно 
отримано часові кінематичні характеристики – пе-
реміщення та пришвидшення (рис. 5). 
Наявність віброударного режиму за-
свідчує асиметрична часова характе-
ристика пришвидшення локальної маси 
(рис. 5, б). 
Миттєві залежності для нормального, 
еквівалентного і контактного напружень 
подано на рис. 6. Отримані нормальні та 
еквівалентні напруження (рис. 6, а–б) 
мають чітко виражений асиметричний 
характер відповідно до отриманої залеж-
ності y(t), а контактні напруження – ім-
пульсний (рис. 6, в). 
                           а                                              б
Рис. 5. Миттєві кінематичні характеристики:  
а – переміщення; б – пришвидшення
                    а                                                 б
в
Рис. 6. Миттєві характеристики напружень: а – нормального 
при згині; б – еквівалентного при згині; в – контактного 
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Параметрична залежність напружень від зміщення 
локальної маси представлено на рис. 7, а. Очевидна 
лінійна залежність для нормальних напружень та не-
лінійна для контактних. Від швидкості напруження 
залежать нелінійно (рис. 7, б). 
                          а                                              б
Рис. 7. Параметрична залежність напружень від 
кінематичних параметрів локальної маси:  
а – переміщення; б – швидкості:  
червоний колір – згинальне напруження,  
синій колір – контактне напруження 
Надалі, представлений пружний елемент повинен 
бути розрахований за відомими методиками на довго-
вічність та витривалість [17, 18] з врахуванням дії аси-
метричного напруження. Характеристики асиметрич-
ного знакозмінного від’ємного циклу зміни напружень 
згину: σmaxI=51,3 МПа, σminII=–74,6 МПа. Коефіцієнт 
асиметрії циклу Rσ=σminII/σmaxI=–1,45. Амплітуда на-
пруження σa=(σmaxI–σminII)/2=62,94 МПа. Середнє зна-
чення: σa=(σmaxI+σminII)/2=–11,63 МПа. 
Приведений коефіцієнт запасу міцності за сумісної 
дії згинальних та контактних напружень визначиться 
за модифікованою формулою (замість кручення врахо-
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σ + ψ σ
де Kσ – ефективний коефіцієнт концентрації напру-
жень, Kσ>1, Kσ=1+qσ(aσ–1); qσ – коефіцієнт чутливості 
матеріалу до концентрації напружень, орієнтовно для 
легованих сталей, qσ=0,6…0,8; aσ – теоретичний коефіці-
єнт концентрації напружень, aσ=1,2…2; yσ – коефіцієнт 
чутливості матеріалу до асиметрії циклу, орієнтовно 
для сталей з тимчасовим опором σв=520…750 МПа – 
yσ=0,05; для σв=700…1000 МПа – yσ=0,1; nс – коефіці-








contact=208,57 МПа – еквівалентне контактне на-
пруження, розраховано за четвертою гіпотезою міц-
ності згідно (6). 
Для забезпечення працездатності та довговічності 
плоскої пружини у віброударному режимі повинна 
виконуватися умова: n³[n], де допустиме значення кое-
фіцієнта запасу міцності згідно [18] для симетричного 
циклу напружень [n]=2,4…3. 
Приймаючи границю витривалості для матеріалу 
плоскої пружини сталь 50 Г згідно [14] σ–1=300 МПа 
матимемо для Kσ=1,3 значення коефіцієнтів запасу 
за видами напружень nσ=3,69 та nc=5,27. Приведений 
коефіцієнт запасу n=3,02 вважатиметься задовільним 
для експлуатації пружини в даних умовах. 
Знаючи базове число циклів N0=106, довговічність 
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циклів,
де m=6…10 і N0=(1…4)×106 циклів для невеликих взір-
ців пружини з концентраторами напружень. 
Орієнтовний строк служби пружини для заданих 
умов роботи при частоті коливань f=50 Гц буде прак-
тично безмежним і становитиме h=Nh/f=174,7 років. 
Реалізація віброударного режиму вібраційної сис-
теми не повинна супроводжуватися резонансними 
явищами в елементах конструкції, в тому числі і пру-
жині. Тому для ефективної роботи пружини слід пе-
рерахувати її власні частоти коливань як елемента з 
розподіленими пружними характеристиками. Врахо-
вуючи схему защемлення пружини по краях, спектр її 
згинальних kp  власних частот визначається конструк-
тивними параметрами [12]: 
( ) ( )2 4k kp EJ / bhL , k 1, 2 ,= λ ρ =
де λ1=4,73, λ2=7,853. Таким чином перші дві власні часто-












що є задовільним з точки зору неспівпадіння власних 
частот коливань з вимушеною та кратними до неї згід-
но умови: 
( )kp l , l 1, 2,3 .≠ ω = …
Якщо попередня умова не виконується, або ж отри-
маний коефіцієнт запасу міцності менший допустимо-
го, потрібно збільшити довжину пружини L. 
6. Обговорення результатів аналізу динамічного 
напруженого стану плоскої пружини
Контактні напруження, що носять імпульсний ха-
рактер, є визначальними для забезпечення міцності 
та довговічності плоскої пружини, що реалізує відпо-
відну асиметричну кусково-лінійну пружну характе-
ристику. Більшими напруженнями при згині є ті, що 
діють за напрямком реалізації пружної характеристи-
ки із коефіцієнтом жорсткості cII (рис. 7). 
Таким чином, методика врахування контактної 
жорсткості під час реалізації асиметричної пружної ха-








стю та нелінійною характеристикою стосовно контак-
тної сили (рис. 8). Максимальне значення контактної 
сили, що виникає внаслідок реалізації віброударного 
режиму становить Qmax=1,878 кН. 
Рис. 8. Параметрична характеристика контактних 
жорсткості та сили в проміжних опорах за переміщенням 
локальної маси
Враховуючи нелінійний характер впливу силових 
параметрів у контактній задачі розглянуто поведінку 
коефіцієнтів запасу міцності та відповідно строку служ-
би пружини від величини амплітуди зусилля збурення 
F0 (рис. 9). Залежності на рис. 9, а вказують на вищу 
чутливість напружень згину до амплітуди зовнішнього 
збурення. Підбір амплітудного значення сили збурення 
здійснюється виходячи з потрібного максимального 
значення пришвидшення локальної маси. Орієнтовний 
строк служби пружини також нелінійно залежить від 
амплітудного значення сили (рис. 9, б).
Наявна методика динамічного аналізу напружено-
го стану і довговічності дозволяє в комплексі оцінюва-
ти характеристики міцності із кінематичними та дина-
мічними параметрами віброударного чи гармонійного 
режимів, що реалізовані на одній плоскій пружині. 
7. Висновки
В процесі дослідження розглянуто схему зміни 
пружної характеристики защемленої по краях плоскої 
пружини за допомогою двох проміжних циліндричних 
опор. Реалізовано асиметричну кусково-лінійну пруж-
ну характеристику при встановленні опор з однієї сто-
рони плоскої пружини. Якщо опори не використову-
ються, то реалізується стала пружна характеристика 
із меншим коефіцієнтом жорсткості. При встановленні 
опор по обидва боки плоскої пружини забезпечується 
стала характеристика з більшим коефіцієнтом жор-
сткості. Останні два варіанти застосовують для реалі-
зації гармонійних режимів роботи. 
Для забезпечення міцності плоскої пружини: 
1. Визначено згинальні напруження, що врахову-
ють асиметрію зміни пружної характеристики та мит-
тєве переміщення локальної маси. 
2. Розраховано контактні напруження та коефіцієнт 
жорсткості в контактній зоні на основі теорії Герца у 
вигляді функції миттєвого переміщення локальної маси. 
3. Враховано параметричну залежність контактної 
жорсткості від переміщення у формулі для власної час-
тоти згинальних коливань пружини з проміжними опо-
рами. Це дало змогу під час динамічного аналізу враху-
вати вплив контактних деформацій на зміну значення 
власної частоти коливань у вигляді нелінійної функції.
4. Розглянуто динаміку напруженого 
стану плоскої пружини з врахуванням па-
раметричної залежності контактної жор-
сткості від переміщення локальної маси. 
Шляхом сумісного врахування контак-
тних і згинальних напружень модифікова-
но формулу для визначення коефіцієнтів 
запасу міцності та строку служби плоскої 
пружини за різних значень номінального 
зусилля збурення. Встановлено неліній-
ний вплив зусилля на коефіцієнти запасу 
міцності за видами напружень. 
В цілому, отримані результати під-
тверджують наявність віброударного ре-
жиму та роботоздатність плоскої пружи-
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Рис. 9. Вплив номінального значення зусилля: а – на коефіцієнти запасу 
міцності, • – n, ¨ – nc, ∆ – nσ; б – на строк служби пружини 
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